TD6 16 mars 2023

Logique

Maxime Bridoux

Exercice 1 ()

1. Combien y a-t-il de structures de Herbrand pour :
(a) F={a(0),0(0)}, P ={R(1)};
(b) F={0(0),s(1)}, P ={=(2)};
(c) F={0(0),5(1)},P ={Q(0)}.

2. Soit F ={0(0),s(1)} et P = {R(1)}. Donner un modele de Herbrand
pour Vz.R(z) <=# R(s(x)).

3. Soit F = {0(0),s(1)} et P = {= (2)}. Skolémiser VzIy.z = s(y).
Donner un modele de Herbrand de la formule résultante.

Exercice 2 (Syntaxe du ler ordre)

Soit la signature S = (F,P) ou F est I’ensemble de symboles de fonctions
{0]0], +]2], succ|[1]} et P est 'ensemble de symboles de prédicats {= [2]}. Soit
x et y des variables. Pour chaque expression suivante, dire si ¢’est une formule
sur S. Le cas échéant, la représenter sous forme d’arbre (ou les feuilles sont
les formules atomiques).
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Exercice 3 (Déduction naturelle au ler ordre)

On considere la signature S = (F,P) ou F = {f[1]} et P = {= [2]}).
On étend la déduction naturelle du ler ordre en logique classique avec les
regles suivantes :

B PEglz:=t] THt=u _
Trt=t | I'F ¢lz =]

1. Proposer une formule ¢ sur S énoncant que si f est une involution,
alors f est une surjection.

2. Montrer en déduction naturelle étendue que - ¢.

Exercice 4 (Preuves sans détour dans N M)

On se retreint a des formules utilisant uniquement 'implication. Le but
est de montrer que dans une dérivation sans détour de I' F ¢, on ne rencontre
que des sous-formules de I' U ¢.

1. Donner un contre-exemple si I’on retire I’hypothese d’une preuve sans
détour.

2. Montrer que si la dérivation termine par un axiome ou une élimination,
toutes les formules apparaissant sont sous-formules de I', et que si-
non les formules de la dérivation sont sous-formules des formules du
séquent conclusion (antécédent ou succédent).
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