TD6 15 mars 2024

Logique

Maxime Bridoux

Exercice 1 (Syntaxe du ler ordre)

Soit F I’ensemble de symboles de fonctions {0[0], +[2], succ[1]} et P I'en-
semble de symboles de prédicats {= [2]}. Soit x,y et z des variables de X.
Pour chaque expression suivante, dire si c’est une formule sur P, F et X.
Le cas échéant, la représenter sous forme d’arbre (ou les feuilles sont les
formules atomiques).

Ve (0+x=x)
r=zVy)
suce(x) +y = suce(z + y))

=0V 3y (z =succ(y)))
—succ(x) = 0)
Va (—succ(x) = x = 0)
VaVydz (z+ 2z =vy)

z (
z (
x (succ(z) = succ(y) = =z =vy)
z (
z (
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Exercice 2 (Axiomes de ’égalité)

Soit F et P tel que P contient le symbole = d’arité 2. On cherche a
définir un ensemble de formules A., (les axiomes de ’égalité) tel que pour
tout modele de A, on puisse toujours se ramener a un modele qui interprete
le symbole = comme 1’égalité usuelle. On dit qu'une structure S est égalitaire
si =g est I’égalité sur le domaine de S.

1. Donner un ensemble de formules E' tel que pour tout modele S de E,
=g est une relation d’équivalence.

2. Donner un ensemble de formules E’ tel que pour tout modele S de
E', =5 est compatible avec les fonctions fs et les relations Ps de S.
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Soit § un modele de A.,. La relation =g est donc une relation d’équivalence ;
on note [e] la classe d’équivalence de e € Dgs pour cette relation. On construit
S’ comme suit :

— Dg/ = Dg/=s, 'ensemble des classes d’équivalences;

— pour tout symbole de fonction, fs/([e1],...,[en]) = fs(e1,...,en);
— pour tout symbole de prédicat, ([e1], ..., [en]) € Ps ssi (e1,...,e,) €
Ps.

3. Justifier en quoi cela définit bien une unique structure.

4. Pour tout o : X — Dg on note [o] assignation x — [o(z)]. Montrer
qu’on a, pour tous o et ¢ :

S,ocE¢ssiS o] Eo

5. En déduire qu'une formule est satisfaite dans tous les modeles de
la théorie de I’égalité ssi elle est satisfaite dans toutes les structures
égalitaires.

Exercice 3 (Logique intuitionniste et tiers-exclu)
Contrairement a la logique intuitionniste, il est possible en logique classique
de faire des preuves non constructives, notamment a 1’aide du tiers-exclu :

1. Montrer, en arithmétique classique, qu’il existe a et b irrationnels
tels que ab est rationnel. Indication : considérer a = b = /2 et le
tiers-exclu.

Le but de l'exercice est de montrer que le tiers-exclu n’est pas valide en
logique intuitionniste, sans utiliser la sémantique usuelle des modeles dits
de Kripke. On considere plutot 'interprétation I suivante des formules dans
I’ensemble des ouverts de R pour la topologie usuelle. Etant donné une
interprétation I(p) des variables propositionnelles en ouverts de R, on ’étend
par induction aux formules :

— I(L)=0et I(T) =R;

— I(@AY) = 1) NI(W);

— (6 ) = I(#) UI(¥);

— I(—¢) est lintérieur de R\ I(¢);

— I(¢ = 1) est l'intérieur de (R\ I(¢)) U I().
Un jugement I' - P est dit valide si pour tout I on a Ngerl(Q) C I(P).

2. Montrer que le tiers-exclu n’est pas valide.

3. Montrer que tout jugement prouvable en N Jy est valide.
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